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 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت  1

 جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ، عددی گنگ است. حاصل  ( الف

نهشتی معادله هم  ( ب
m

ax b دارای جواب است، اگر و تنها اگر(a,b) m. 

 های فرد هر گراف، عددی فرد است. تعداد رأس  ( پ

q(G)رأس باشد، مقدار nیک گراف Gاگر  ( ت q(G)+ برابرn(n )− 1
2

 است. 

1 

حاصل (الف 2 ( , ),72 48  ...... است. ...برابر ...120

 .......... است.  ...دی ماه در همان سال، روز ... 21اگر در یک سال، اول مهرماه شنبه باشد، در این صورت،  (ب

 گوییم. ........... می..گرافی را که بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد، گراف ... (پ

 ....... است. .....ماکزیمم درجه رأس برابر ..منتظم، −kدر یک گراف   (ت
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 ارز( نشان دهید:  های هم ، به روش بازگشتی )گزارهyوxبرای هر دو عدد حقیقی و مثبت  3

x y x y
+ 

+

1 1 4 
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 ها را رد کنید.مثال نقض آن  ۀارائهای زیر را اثبات و یا با هر یک از گزاره  4

n، عددnی برای هر عدد طبیع (الف +2  اول است.  1

 پذیر است.بخش  8اگر از مربع عددی فرد یک واحد کم کنیم، حاصل همواره بر  (ب
 

1 

)، دو عدد aاگر عدد طبیعی  5 k )+9 )و7 k )+7  را بیابید. aرا عاد کند، مقدار  6
 

5/1 

 را محاسبه کنید. 30بر aم یتقس  ۀماندباشد، باقی 3و  2ترتیب برابر به   6و   5برaتقسیم  ۀماندباقیاگر  6
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 پذیر است.بخش3!ضرب سه عدد صحیح متوالی همواره بر ثابت کنید حاصل 7
 

5/1 

)تقسیم  ۀماندباقی 8 )+3638  25/1 دست آورید. به 4را بر19

و اعداد  a ،bعبارت دیگر برای اعداد صحیح رساند، بهnتوان به توان عدد طبیعینهشتی را میهم  ۀثابت کنید دو طرف یک رابط 9

، اگرmو nطبیعی
m

a bگاه، آن
m

n n
a b. 

 

1 

)اگر دو عدد  10 a )−3 )و5 a )−4 )باشند، رقم یکان عدد رقم یکان برابر داشته 7 a )+9  دست آورید.را به6
 

1 

 برابر است. 9ماندۀ تقسیم مجموع ارقام آن عدد بر ، با باقی9تقسیم هر عدد بر  ۀماندثابت کنید باقی 11
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  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  
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 پذیر باشد.  بخش 11بر 9علاوۀ ها بهبرابر آن  5را بیابید که aاعداد صحیح چون  ۀهم 12
 

1 

xۀسیال ۀمعادل 13 y+ =9 13  رده و جواب عمومی آن را بنویسید.کرا حل 725
 

5/1 

، با فرضGدر گراف 14 V(G) a,b,c,d,e,f= و E(G) ab,be,ec,cd,da,ac=  :مطلوب است 

)حاصل (ب   را رسم کنید.Gنمودار گراف (الف p q)−+−3  دست بیاورید.را به2
 

ۀ مجموع (پ GN c .از  4مسیری به طول  (ت  را با اعضا بنویسیدdبهc .بنویسید 
 

 را رسم کنید. Gمکمل گراف (ج  بنویسید.aبا شروع از رأس  5دوری به طول  (ث
 

Gdegحاصل (چ q(G)+هـ( آیا گراف  دست آورید.را بهGبا ذکر دلیل( همبند است؟( 

 

75/2 

 دست آورید. این گراف را به ۀهای گراف است. مرتبسأبرابر تعداد ر  2واحد کمتر از  3آن  ۀمنتظم است و انداز-G ،3گراف 15
 

1 

 20 موفق باشید. 
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 : مصصح شو  1

 ( 0/ 25درست ) (ت ( 25/0نادرست ) (پ ( 25/0نادرست ) (ب ( 0/ 25درست )  (الف

 تر:  بررسی دقیق 

xو rفرض کنید  (الف  که  خواهیم ثابت کنیم، میx r +  :است. به کمک برهان خلف داریم 

rفرض خلف:  x +  :به عبارت دیگر ،r x+  
 دانیم که تفاضل دو عدد گویا، عددی گویا است، پس: می 

r x
(r x) r x

r

+ 
 + −   


 

xدانیم کهاز طرفی، طبق اطلاعات اولیه، می  است و گزاره حاصل شده یعنیx با فرض ما، در تناقض است، بنابراین، فرض خلف باطل است و ،

 گردد. حکم اثبات می 

نهشتیقضیه: معادله هم  (ب
m

ax b دارای جواب است، اگر و فقط اگر(a,m) b 

 های فرد هر گراف، عددی زوج است.  د که تعداد رأس یتوجه داشته باش (پ

 اثبات به روش برهان خلف:    

ی  اهها و استدلالکنیم که حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین منطق گزارهم است که در آن فرض مییبرهان خلف نوعی اثابت غیرمستق 
شود که فرض نادرست بودن حکم،  م و در نهایت معلوم مییرسای متضاد با فرض مسئله میدرست و مبتنی بر فرض، به یک نتیجه غیرممکن و یا نتیجه

 گردد. باطل است و درستی حکم ثابت می
 گنگ است.  −گویا باشد، ثابت کنید +دو عدد گنگ باشند، ولی واگر  مثال:

 گویا باشد. −کنیم فرض خلف: فرض می
)                 دانیم جمع دو عدد گویا، عددی گویا است، پس:  می ) ( )+ + −    2 

)عددی گنگ است که با نتیجه فوق دانیم کهفرض مسئله میطبق از طرفی،  ) شود. میدر تناقض است، لذا فرض خلف باطل و حکم اثبات 

1 

 مصصح شو:   2

 k(25/0 )(ت ( 25/0همبند ) (پ ( 5/0شنبه )پنج  (ب ( 0/ 5)  120 (الف

 تر:  بررسی دقیق 
   (الف

( , )

 = 



= 


=  


=  =

3 2

4

3

3

72 2 48 2 120 2
72 2 336 2 24 2 60 2

18 2 12 2 30 2
48 2 3

9 3 6 2 15 3
3 3 3 3 5 5 120 2 3 5
1 1 1

72 48 2 3 24

 

حال، برای محاسبه  ,24 داریم: 120 , =   =324 120 2 3 5 120 

 دی برابر است با:   21مهر تا   1فاصله  (ب
=  روز در مهر(  29)+( روز آبان  30)+آذر( روز 30)+روز در دی(  21)110

از طرفی، 
7

110  شنبه است.دی ماه، پنج  21جدول زیر، است، بنابراین طبق 5

0 1 2 3 4 5 6

x Á j t ^ N Z
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 : علیه مشترک )ب.م.م(ترین مقسوم بزرگ 

(a,b)نویسیم هر دو با هم صفر نیستند( و میbوaنامیم ) میbو aرا ب.م.م دو عدد صحیح d( عدد طبیعی 1 d=  :هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند ، 

d a ,d b

m ;m a ,m b m d

•

•   0
 

a( اگر 2 b:داریم ،(a,b) a= 

pوaعددی اول باشد وp( اگر 3 a| داریم ،(p,a) =1 

pهر دو اول باشند وqوp( اگر 4 q:باشد، داریم(p,q) =1 
 ( هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول هستند، ببینید:  5

d m
(m,m ) d d d

d m

−


+ =  ⎯⎯⎯⎯→  =
+

1 1 1
1

 

 ( دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول هستند، ببیند:  6

d = یا2
d n

( n , n ) d d d
d n

−
 −

− + =  ⎯⎯⎯⎯→  =
+

2 1
2 1 2 1 2 1

2 1
 

nاز طرفی، چون  +2 n)یا 1 −2 nتواند یک عدد فرد را بشمارد ( عددی فرد است و یک عدد زوج نمی1 +2 2 d، بنابراین |1 =  غیرقابل قبول است.  2

)عددی صحیح است، حاصل mمثال:  m, m )32  را بیابید. 6

m m ( m, m ) m =3 32 6 2 6 2 

)عددی طبیعی باشد، حاصل aاگر  مثال: a , a )+ +5 4 2  دست آورید.  را به3

( a , a ) d+ + =5 4 2 3 

d = )یا7 )
d a d a

d d

d a d a



−



+ ⎯⎯⎯→ +
⎯⎯⎯→  =

+ ⎯⎯⎯→ +

2

5

5 4 10 8
7 1

2 3 10 15
 

 : ترین مضرب مشترک )ک.م.م(کوچک  

نویسیم نامیم  میمیbوaناصفر   را ک.م.م دو عدد صحیح و c( عدد طبیعی 1 a,b c= گاه دو شرط زیر برقرار باشند:    ، هر 

a c,b c

m ;a m,b m c m

•

•   0
 

a( اگر 2 b :داریم a,b b= 

m)دست آورید. حاصل موارد زیر را به  مثال: ) 

([m ,m],m )• 2 5 

mچون  m2 :داریم ، 

[m , m] m m= =2 2 2 

m)حال باید حاصل  ,m )2 mدانیم که دست بیاوریم. میرا به 5 m2  ، پس:  5

(m , m ) m m= =2 5 2 2 

[m ,(m ,m )]• 7 2 3 

mچون  m2  ، در نتیجه: 3

(m , m ) m m= =2 3 2 2 

m]حال باید حاصل  , m ]7 mدانیم کهرا بیابیم. می2 m2  ، پس: 7

[m , m ] m=7 2 7 

 سمت راست 

 سمت راست 

 سمت راست

 سمت راست

 سمت راست
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 مصصح شو:   3

x,y

( / )
( / )

( / ) ( / )

x y x y

y x
( x y) xy

x y x y

x y xy xy x y xy ( x y)



+ 
+

+
  ⎯⎯⎯⎯⎯→ + 

+

 + +   + −   − 

2

0 25
0 25

2

0 25 0 25

1 1 4

4
4

2 4 2

 

 ( 25/0)گزاره فوق، یک گزاره همیشه درست است. 

 : اثبات به روش بازگشتی 

رسیم. در استفاده از این روش، برای ساده  کنیم و با فرض درستی حکم، به یک رابطه بدیهی یا فرض مسئله میدر این روش، از حکم مسئله شروع می
 کنیم.  های دوشرطی استفاده میکردن حکم مسئله از گزاره

Aگزاره دو شرطیتوجه:   Bهای ، زمانی درست است که گزارهAوBارزش باشند. هم 

aبه روش بازگشتی، ثابت کنید اگر   مثال: گاه ، آنa
a

+ 
1

 است. 2

aهمواره برقرار است.   a a a a (a )
a

+   +   − +   −  →2 2 21
2 1 2 2 1 1 

 ها است. مساوی نصف مجموع مربعات آن ا تر یضرب هر دو عدد حقیقی، کوچکبه روش بازگشتی، ثابت کنید حاصل  مثال:

همواره درست 
x y

xy xy x y x y xy (x y)
+

   +  + −   −  →
2 2

2 2 2 2 22 2
2

 

xثابت کنید: xوyوzبرای هر سه عدد حقیقی  مثال: y z xy yz xz+ +  + +2 2 2 

x y z xy yz xz x y z xy yz xz

(x y xy) (y z yz) (x z xz)

+ +  + +  + +  + +

 + − + + − + + − 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
 

x)همواره درست  y) (y z) (x z) − + − + −  →2 2 2 
 تر نیست. ها کمثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن  مثال:

نامنفی باشند، حکم مسئله برابر است با: bوaاگر دو عدد 
a b

ab
+


2

 

a b
ab a b ab a b ab ( a b)

+
  +   + −   − 22 2

2
 

 گزاره فوق همیشه درست است. 

25/1 

 مصصح شو:   4

n(  25/0)  (  0/ 25این گزاره نادرست. )( الف =  : مثال نقض 3

 ( 0/ 25این گزاره درست است. ) (ب

q

a k a ( k )

a ( k ) ( k k ) k k k(k ) q

= +  = +

− = + − = + + − = + = + =

2 2

2 2 2 2

2

2 1 2 1

1 2 1 1 4 4 1 1 4 4 4 1 8 

 نمره دارد.  (0/ 25اثبات گزارۀ »ب«؛ ) 

 ها:  اثبات با در نظر گرفتن همه حالت  

 گاهی برای اثبات یک گزاره لازم است که همه موارد ممکن در مورد مسئله را در نظر بگیریم.  

n،nثابت کنید برای هر عدد طبیعی   مثال: n− +2 5  عددی فرد است.   7
 دو حالت ممکن است رخ دهد:  

 زوج است.  n(الف 

1 

 طرفین وسطین 
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n k n n ( k) ( k) ( k k ) q=  − + = − + = − + + = +2 2 22 5 7 2 5 2 7 2 2 5 3 1 2 1 
 فرد است.  n( ب 

n k n n ( k ) ( k ) k k ( k k ) q= −  − + = − − − + = − + = − + + = +2 2 2 22 1 5 7 2 1 5 2 1 7 4 14 13 2 2 7 6 1 2 1 
 که در هر دو حالت، حاصل یک عدد فرد است. 

 مصصح شو:   5

( )

( / )

a k a k ( / )
a ( k ) ( k ) ( / )

a k a k ( / )

a ( / )
a

a ( / )


−



+ ⎯⎯→ +
⎯⎯⎯→ + − +

+ ⎯⎯→ +

=
  

=

9

7

0 25

7 6 63 54 0 25
63 54 63 49 0 25

9 7 63 49 0 25

1 0 25
5

5 0 25

 

 پذیری:  بخش  

bوجود داشته باشد به طوری که: qپذیر گوییم هرگاه عدد صحیحی مانندبخشaرا بر عدد صحیح و مخالف صفر bعدد صحیح  aq= 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 های رابطه عاد کردن:  ویژگی  

n

b

n mn n n m

a b

a b a b

a b

a b a mb a b a b ;(n ) a b b c a c

a b a c a b c a b a c a mb nc

a b a b a b b a a b

a b a b a b c d ac bd a b a b





 −


•  −

− −

•  •   •  

•    ⎯⎯→   

• ⎯⎯⎯→  ⎯⎯→   = 

•  •   • ⎯⎯⎯→

 

kباشد به طوری کهدر kاگر عددی مانند  مثال: +5 4 k، ثابت کنید: 1 k+ +225 16 28 6 

k k k
k k

k k

+



+ ⎯⎯⎯→ + +
⎯⎯⎯⎯→ + +

+ ⎯⎯→ +

2
2

5

5 4 1 25 16 8 1
25 16 28 6

5 4 1 25 20 5
 

 نکته:  
 شود. می نامیده اول  عدد   باشد نداشته خودش و یک جز   به مثبتی شمارنده هیچ هک یک  از تربزرگ و   طبیعی عدد هر ـ

 p , , , , ,...= 2 3 5 7  اول  اعداد :مجموعه11

aو بوده  طبیعی عددیaو  اول عددیpاگر  ـ p،  :داریمa = aیا1 p= 

5 /1 

 تعمیم 

 نتیجه 

 یعنی

 است. ، شمارنده عددعدد

 شمارد.را می، عددعدد

 پذیر است.بخشبر

 است.مضرب

 است.علیه، مقسوم

 2به توان 
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 مصصح شو:   6

a q ( / ) a q ( / )

a q ( / ) a q ( / )





= + ⎯⎯→ = +

= + ⎯⎯→ = +

6
1 1

5
2 2

5 2 0 25 6 30 12 0 25

6 3 0 25 5 30 15 0 25
 

 : کنیمطرفین روابط بالا را از هم کم می 

q

q

a a ( q ) ( q ) a q q

a (q q ) a q ( / )

a q a q a ( q )

a q r ( / )





− = + − +  = − + −

 = − −  = −

  = − + −  = − +  = − +

 = +  =

1 2 1 2

1 2

6 5 30 12 30 15 30 30 12 15

30 3 30 3 0 25

30 3 30 30 30 30 27 30 1 27

30 27 27 0 25

 

 تقسیم: ۀقضی 

 شوند به طوری که: یافت میrو qباشد در این صورت، اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند عددی طبیعی  bعددی صحیح وaاگر 
a bq r ; r b= +  0 

)مانده تقسیم عددباشد،در این صورت باقی3برابر 4برaمانده تقسیم عدد اگر باقی مثال: a )+2  را به دست آورید:  8بر 3

a q a q a q
 +

= + ⎯⎯→ = + ⎯⎯→ + = +
2 34 3 2 8 6 2 3 8 9 

r= aمانده باقی1= (q ) q + = + + = +2 3 8 1 1 8 1 
 پذیر است.  بخشnمانده تقسیم نیز همواره بر پذیر باشند، ثابت کنید باقیبخشnعلیه، هر دو بر عدد صحیح اگر در تقسیم، مقسوم و مقسوم مثال:

a bq r ; r b a bq r= +    − =0 
 علیه است، لذا طبق اطلاعات سوال:  مقسومb، مقسوم وaدانیم که می

( )

q
r

n a n a
n a bq n r

n bqn b

−



  
 ⎯⎯⎯→ −  

 ⎯⎯⎯→ 

1
| 

)مانده تقسیم عدد باشد، در این صورت، باقی3و5به ترتیب 17ر بnوmمانده تقسیم اعداد اگر باقی مثال: m n)−2  را محاسبه کنید. 17بر 5

k

k

m q m ( q)

n q n ( q )

m n ( q q ) m n k

m n k m n ( k ) k r







= + ⎯⎯→ = +

 = + ⎯⎯→ = +

− = − −  − = − + −

 − = − +  − = − + = +  =

2

5

17 5 2 17 2 10

17 3 5 17 5 15

2 5 17 2 5 5 2 5 17 5 17 17

2 5 17 17 12 2 5 17 1 12 17 12 12

  

5 /1 

 مصصح شو:   7

n)سه عدد متوالی را ) , (n ) ,n+ +2 n(nپذیری عدد گیریم. حال برای اثبات بخش در نظر می1 )(n )+ +1 =!بر 2  3 3 2 ، باید ثابت کنیم که این  1
 پذیر است. پس:  بخش  3و  2عدد بر 

 :  2پذیری بر بخش  -

k

n k n n(n )(n ) ( / )

n k n k ( k ) k n n(n )(n ) ( / )
+



 =   + +

 = + ⎯⎯→ + = + = + =  +  + +



1

2 2 2 1 2 0 25

2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 0 25 

 

 
 

 

 

5 /1 

 سمت راست 
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 :  3پذیری بر بخش  -

k

k

n k n n(n )(n ) ( / )

n k n k ( k ) k n n(n )(n ) ( / )

n k n k ( k ) k n n(n )(n ) ( / )

+



+





 =   + +



= + ⎯⎯→ + = + = + =  +  + +


 = + ⎯⎯→ + = + = + =  +  + +



2

1

3 3 3 1 2 0 25

3 1 2 3 3 3 1 3 3 2 3 1 2 0 25

3 2 1 3 3 3 1 3 3 1 3 1 2 0 25

 

n(nگیریم که چون  عدد پس نتیجه می  )(n )+ +1 !پذیر است، بنابراین بر بخش  3و  2بر 2 =3 2  ( 25/0پذیر است. )نیز بخش 3

 قضیه تقسیم:   به کمکافراز مجموعه  

در rمانده تقسیم یعنی ، با توجه به اینکه باقیbعددی صحیح و دلخواه باشد با تقسیم آن بر عدد طبیعی aدانیم که اگر قضیه تقسیم میبا توجه به  
rرابطه b 0کند، برای صدق میa  برحسبr  دقیقاb .حالت وجود دارد 

 ، داریم: 4بر عدد طبیعیaمثلا  در تقسیم 

a q

a q

a q

a q

=


= +
 

= +


= +

4

4 1
3

4 2

4 3

aصفر  یا 1یا   2 یا q r , r= + =4 

pاگر : 1توجه   pگاه به یکی از دو صورت عددی اول باشد، آن 3 k= +6 pیا1 k= +6  شود. نوشته می5
a، به یک از دو صورت aهر عدد صحیح و فرد مانند : 2توجه  k= +4 aیا 1 k= +4  شود. نوشته می3
)مربع هر عدد فرد به صورت : 3توجه  t )+8  شود. نوشته می1
pثابت کنید اگر   مثال:  pگاه به یکی از دوصورت عددی اول باشد، آن5 k= +4 pیا1 k= +4  شود.نوشته می3

p k , p k ,p k ,p k= = + = + = +4 4 1 4 2 4 3 
حالت  pدر  k= pو  4 k ( k )= + = +4 2 2 2 1  ،pتن آن  بودن  اول  با  است که  زوج  فرم اعددی  به  اول  اعداد  بنابراین  دارد.  pقض  k= +4 یا3

p k= +4  خواهند بود. 1

bعددی صحیح و فرد باشد که aاگر  مثال: a a)مانده تقسیم عدد ، باقی2+ b )+ +2 2  به دست آورید.  8را بر 3

a  است، بنابراین عددی فردa+2 عددی فرد است و چونb a دانیم که مربع هر عدد فرد به  نیز عددی فرد خواهد بود. از طرفی، میb، بنابراین 2+

)صورت t )+8  است، پس: 1

a b ( t ) ( t ) (t t ) t r  + + = + + + + = + + = +  =2 2 3 8 1 8 1 3 8 5 8 5 5 
 پذیراست. بخش3بر a+4یاa+2یاaعددی صحیح و دلخواه باشد، ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح aاگر  مثال:

a k

a k a k a (k ) k

a k a k a (k ) k

+

+

=

= + ⎯⎯→ + = +  + = + =

= + ⎯⎯→ + = +  + = + =

2

4

3

3 1 2 3 3 2 3 1 3

3 2 4 3 6 4 3 2 3

 

 مصصح شو:   8

( / )

( / )( / )

( ) ( ) ( / )

( ) r ( / )
+

=  +   ⎯⎯⎯⎯⎯→  

⎯⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ +    =

4 4 4
2

0 25

4 4 4
36 36

19
0 250 25

38 4 9 2 38 2 38 4 0 0 25

38 0 38 19 19 3 3 0 25

 

   یادگیری بیشتر: 

m، اگر bوaو هر دو عدد صحیح مانند mبرای هر عدد طبیعی  a b−گوییم »، میa به پیمانهmباbنویسیم نهشت است« و میهم
m

a b  که این
 تعریف به زبان ریاضی عبارت است از: 

25/1 

 2طرفین به توان

 طرفین  18طرفین به توان
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m

a,b ,a b m a b (m )    −  
گوییم  میmبه پیمانه rنهشتی باشد را کلاس یا دسته هممی   rبرابر با mها بر عدد طبیعیمانده تقسیم آنمجموعه همه اعداد صحیحی که باقی  توجه:

و با نماد  mrدهیم. نمایش می 

   m
r x x mk r=  = + 

 نهشتی:  های رابطه هم ویژگی  

m m

m m

m m
n n

m

m
m

m
m

m m m

m m

m

m m md(c,m) d (c,m)

m nn m

m n
(m,n)

a b a c b c

a b ac bc

a b a b ;(n )

ac bd

a b
a c b d

c d
a c b d

a b , b c a c

a b a mt b mk

ac bc a b ac bc a b

a b a b

a b , b c

= =

•     

•   

•    




 
 

•  +  + 
 

 
−  −




•    

•     

•  ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→ 

•  ⎯⎯⎯→ 

•  

1

d
d

a c
=

⎯⎯⎯⎯→ 

 

رت داریم: وباشد، در این صrبرابر mبرaمانده تقسیم اگر باقیتوجه: 
m

a r  :به عبارت دیگر ،
m

a mq r a r= +   

مانده باشند، داریم: باقی، همmدر تقسیم بر عدد طبیعی bو aهرگاه دوعدد توجه: 
m

a b 

kمانده تقسیم عدد باقی  مثال: ( )= +727  بیابید. 13را بر19

( ) ( ) (A)

( ) (B)

=  +   ⎯⎯⎯⎯→  =

=  +  

13 13
7 7

13

27 13 2 1 27 1 27 1 1

19 13 1 6 19 6

 

 کنیم:را جمع میBوAطرفین روابط 

k

( ) k r+  +    =
13 13

727 19 6 1 7 7 

Aمانده تقسیم عدد باقی  مثال: ( )=  +251000 9  بیابید. 7را بر11

( ) ( ) ( )

( ) ( ) r
 +

=  +   −  − ⎯⎯⎯⎯⎯→  − = −

⎯⎯⎯⎯⎯→  − ⎯⎯⎯⎯→  +   =

7 7 7 7
25 25

7 79 1125 25

1000 142 7 6 1000 6 1 1000 1 1000 1 1

1000 9 9 1000 9 11 2 2

 

 نتیجه 

 7طرفین به توان

  25طرفین به توان

 طرفین طرفین
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 مصصح شو:   9
( / )

m
n n n

m
n n n n

( / )

a b m a b m (a b) (a a b ... b ) ( / )

m a b a b ( / )

− − −  −  − + + +

 −  

0 25
1 2 1

0 25

0 25

0 25
 

1 

 مصصح شو:   10

( / ) ( / )

( / )

a a a a

a r ( / )
+

−  −   ⎯⎯⎯→  

⎯⎯→ +    =

10 10 10 10

0 25 0 25

10 10

6
0 25

4 7 3 5 2 9 18 8

9 6 14 4 4 0 25

 

   یادگیری بیشتر: 

 را به دست بیاوریم. 10مانده تقسیم آن عدد بر اگر در سوالی درباره رقم یکان یک عدد پرسیدند کافی است که باقی

)رقم یکان عدد  مثال: )+112  را به دست آورید. 7

=   ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ +  
10 10 10 10

10 10 11 112 1024 2 4 2 8 2 7 15 5 

1 

 : مصصح شو  11

nرقمی nعدد nA a a ...a− −= 1  (، داریم:  0/ 25دهیم )را قرار می  1، عدد 10به جای هر توان   9نهشتی به پیمانه ( ودر هم 0/ 25دهیم ) را بسط می2
n

n

n

n

A a ... a a a ( / )

A a ... a a ( / )

A a ... a a ( / )

−
−

−

−

=  + + + +

   + +  +

  + + +

1 2 0
1 2 1 0

9

1 1 0

9

1 1 0

10 10 10 10 0 25

1 1 0 25

0 25

 

   یادگیری بیشتر: 

nعدد  n n nA a a a a ...a a a− − −= 1 2 3 2 1  را در نظر بگیرید.  0

n        داد:  طتوان به صورت مقابل بس( این عدد را می1
nA a a a ... a= + + + +2

0 1 210 10 10 
 برابر است. 9یا3مانده تقسیم مجموع ارقام آن عدد بر با باقی9یا3مانده تقسیم این عدد بر ( باقی2

n nA a a ... a a a ...− + + + + + 
9 9

1 2 1 0 
مانده  کنیم و باقی، از سمت راست عدد، ارقام را به صورت یک در میان با هم جمع و تفریق می11مانده تقسیم این عدد بر ( برای به دست آوردن باقی3

 آوریم.  به دست می11عدد به دست آمده را بر 

n
nA a a a a ... ( ) a ... − + − + + − 

11 11

0 1 2 3 1 
 ، برابر است. 5یا 2یا10مانده تقسیم رقم سمت راست آن عدد بر با باقی5یا2یا10مانده تقسیم این عدد بر باقی( 4

A a ...

A a ...

A a ...

 

 

 

10 10
0

2 2
0

5 5

0

 

Aمانده تقسیم عدد باقیالف(   مثال:  بیابید. 9را بر عدد 13700405=

r + + + + + + +    =
9 9 9

13700405 1 3 7 0 0 4 0 5 20 2 2 
 

25/1 

 طرفین

  9درضرب

 طرفین

 طرفین 

 7لاوۀ  عب

 طرفین 

 2درضرب
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 را بیابید. 11مانده تقسیم عدد فوق بر باقیب( 

r − + − + − + −   =
11 11

13700405 5 0 4 0 0 7 3 1 4 4 
 را بیابید. 2مانده تقسیم عدد فوق بر باقیپ( 

r +   =
2 2

13700405 13700400 5 1 1 

!مانده تقسیم عدد باقی  مثال: ! ! .. !+ + + +1 2 3  به دست آورید. 10را بر 500

! , ! , !

!

!

!

!

  = 

= 

= 

= 



10 10 10

10

10

10

10

1 1 2 2 3 6 6

4 24 4

5 120 0

6 720 0

500 0

 

 شود بنابراین: به بعد رقم یکان اعداد برابر صفر می5!بینید از همانطور که می

! ! ! ... ! ... r+ + + +  + + + + + +    =
10 10 10

1 2 3 500 1 2 6 4 0 0 13 3 3 
 

 

 مصصح شو:   12

( / )

( , )

( / ) ( / )

a

a a ( ) a

a a a

a k ; k ( / )

=

+

−  − +   − +

  ⎯⎯⎯⎯→    

 = + 

11 11 11

0 25

11 11 115 11 1

0 25 0 25

11 5 9

5 9 5 9 4 11 5 9 44

5 35 5 5 7 7

11 7 0 25

 

 یادگیری بیشتر:   

به فرمxمانند   لنهشتی به همراه مجهو یک رابطه هم
m

ax bاز حل معادله همنهشتی میدله همارا یک مع ومنظور  نهشتی، پیدا کردن همه  گوییم 
xهایی چون جواب 0کند. است که در این معادله صدق می 

نهشتیقضیه: معادله هم
m

ax b دارای جواب است اگر و تنها اگر(a,m) b 

نهشتیدر معادله هم نتیجه قضیه:
m

ax b اگر ،(a,m)  باشد، معادله همواره دارای جواب است.  1=
نهشتی،  های همعمومی معادله ابتدا باید به کمک ویژگیهای  عددی غیر از یک باشد، برای رسیدن به جوابxنهشتی، ضریب اگر در معادله همتوجه:  
 را حذف کنیم.  xضریب 

xآیا معادله   مثال:
6

4  است؟ دلیل بیاورید.  ابدارای جو13

,خیر، زیرا  ( , ) =2 13 4 6 2| 

xنهشتی معادله هم مثال: 
7

3  را حل کرده و جواب عمومی آن را به دست آورید.  13

( , )x
x x x k

=




  ⎯⎯⎯⎯→   = +




7
7 73 7 1

7

3 13
3 6 2 7 2

13 6

 

1 

 بزار کنار
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 مصصح شو:   13

x y x ( / )+ =  
13

9 13 725 9 725 0 25 

توجه داشته باشد که 
13

725 )                     ، پس:  10 , )

( / ) ( / )

x x ( ) x x x k ( / )
=

   +    ⎯⎯⎯⎯→   = +
13 13 13 1313 9 1

0 25 0 25

9 10 9 10 2 13 9 36 4 13 4 0 25 

xحال،  k= +13                                                   دهیم:را در معادله سیاله قرار می 4

( / )

( k ) y k y

y k y k ( / )

+ + =  + + =

 = − +  = − +

0 25

9 13 4 13 725 117 36 13 725

13 117 689 9 53 0 25

 

 معادله سیاله:   

axبه معادله  by c ; (a,b,c )+ = یعنی  گوییم هرگاه جوابمعادله سیاله درجه اول )خطی( می( های این معادلهx    وy .در اعداد صحیح باشند ) 

axشرط لازم و کافی برای اینکه معادله سیاله توجه:  by c+ (a,b)جواب داشته باشد این است که: = c 
xآیا معادله سیاله   مثال: y+ =4 6  جواب صحیح دارد؟ دلیل بیاورید.  9

,خیر، زیرا  ( , ) =2 9 4 6 2| 

 نهشتی:  حل معادله سیاله با تبدیل آن به معادله هم  

                                               کنیم.نهشتی میـ ابتدا معادله سیاله را به یکی از دو صورت زیر تبدیل به معادله هم

b

a

ax c
ax by c

by c


 

+ =  




 

 آوریم.  نهشتی موردنظر را حل کرده و جواب به دست آمده را در معادله سیاله قرار داده و با حل آن جواب دیگر را به دست میـ سپس معادله هم
xمعادله سیاله  مثال: y+ =5 2  های عمومی آن را بیابید.  را حل کنید و جواب18

( , )
x y y y y k

=
+ =   ⎯⎯⎯⎯→   → = +

5 5 52 5 15 2 18 2 18 9 4 5 4 

yحال  k= +5  دهیم: قرار می  yرا در معادله سیاله به جای 4
x ( k ) x k x k

x ( k ) x k

+ + =  + + =  = − +

 = − +  = − +

5 2 5 4 18 5 10 8 18 5 10 10

5 5 2 2 2 2
 

 کیلویی وزن کرد؟ 5و3های کیلویی را با وزنه23توان یک کیسه به چند طریق می  مثال:

x

y

=


=
 

,x)اعدادی صحیح و نامنفی هستند.   yو   xدهند بنابراین ها را نشان میتعداد وزنه yو   xفقط دقت کنید که چون  y ) 
xهای صحیح و نامنفی معادله سیاله لذا باید تعداد جواب y+ =3 5  را پیدا کنیم.  23

( , )
x y x x ( ) x x x k

=
+ =      +   ⎯⎯⎯⎯→   = +

5 5 5 53 5 13 5 23 3 23 3 5 4 3 3 3 1 5 1 

xحال  k= +5  دهیم:  را در معادله سیاله قرار می1
( k ) y k y y k y k+ + =  + + =  = − +  = − +3 5 1 5 23 15 3 5 23 5 15 20 3 4 

 پس:    ،باید صحیح و نامنفی باشند  xو  yدانیم که می

(k )

x k k
k

k
y k k




  +    − = 

⎯⎯⎯⎯→ 
=   − +   



1
0 5 1 0 05

4 1
0 3 4 0

3

 

 بنابراین دو روش برای انجام این کار وجود دارد. 

کیلویی(5وزنه 4کیلویی و3)یک وزنه
x

k
y

=
=  

=

1
0

4
 

کیلویی( 5کیلویی و یک وزنه 3وزنه6) 
x

k
y

=
=  

=

6
1

1
 

5 /1 

 کیلوییهایتعداد وزنه

 کیلوییهایتعداد وزنه

 اشتراک
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 : مصصح شو  14

 ( 0/ 25) کنیم:را رسم می Gگراف  (الف

 با توجه به گراف فوق داریم:  (ب

p(G)

q(G)
p q ( / )

(G)

(G)

=


=
 −+ − = − + − =

 =

 =

6

6
3 2 18 0 3 12 9 0 5

3

0

 

 (پ   GN c a,e,d,c= (25 /0 ) 

d(ت a b ec (25/0 ) 

a (ث becd a (25 /0 ) 
 ( 0/ 25به صورت مقابل است. )   Gمکمل گراف (ج

 

   (چ

G
G

i

q(G)

deg q(G) ( / )
deg q

=

 =


 + = + =
= =





6

1

9

18 9 27 0 5
2 18

 

 ( 25/0مسیری وجود ندارد. )  aبه  f(، زیرا مثلاً از 25/0خیر ) (هـ

 های مهم:  نکته  

 : 1نکته 
 گوییم.دار میهای آن تعیین جهت شده باشد گراف جهتـ به گرافی که برای یال

 دهیم.  نشان میV(G)یاP(G)گوییم  آن را با  می Gرا مرتبه گراف  Gهای گراف ـ تعداد رأس

 دهیم. نشان میE(G)یاq(G)وییم و آن را با گمی Gرا اندازه گراف  Gهای گراف ـ تعداد یال

 دهیم. نشان می d(v)یا deg(v)با  گوییم و آن را   vمتصل هستند، درجۀ رأس  Gدر گراف  vهایی که به رأس ـ به تعداد یال
 گوییم. ـ اگر درجه یک رأس فرد باشد آن را رأس فرد و اگر درجه یک رأس زوج باشد آن را رأس زوج می
 گوییم.  ـ به رأسی که درجه آن صفر باشد )هیچ یالی به آن متصل نباشد(، رأس تنها )یا رأس ایزوله( می

 گوییم.  ـ گرافی را که تمام رئوس آن رأس تنها باشند، )هیچ یالی نداشته باشد( گراف تهی می
 گوییم. منتظم می−Kباشد، گراف   Kهای آن با هم مساوی و برابر عدد ـ گرافی که درجه تمام رأس

 فرد وجود ندارد. ظم از مرتبه نتم−گراف فرد توجه:  
 

 شود. گفته می  هـ به یالی که یک رأس را به خود آن رأس وصل کند طوق
 
 
 
 
 
 
 

 گوییم که توسط یالی به هم وصل شده باشند. را دو رأس همسایه یا مجاور می vو   uـ دو رأس 
GNگوییم و آن را با می  vمتصل هستند، همسایگی باز رأس    vکه به رأس    Gهایی از گراف  ـ به مجموعه رأس (v)دهیم. حال اگر خود رأس  نشان می

v آید که به آن همسایگی بسته رأس ای به دست میرا نیز به این مجموعه اضافه کنیم، مجموعهv   گفته و آن را با GN vدهیم.    نشان می 
 ها به آن متصل باشند.  ـ دو یال را مجاور گوییم هرگاه رأسی وجود داشته باشد که هر دوی آن

 دهیم.  نشان می(G)نامیم و آن را با را ماکزیمم درجه گراف می Gترین عدد در بین درجات رئوس گراف ـ بزرگ

 دهیم.  نشان می(G)نامیم و آن را با را مینیمم درجه گراف می Gترین عدد در بین درجات رئوس گراف ـ کوچک
ای از مجموعه  های آن زیرمجموعهو مجموعه یال Gای از مجموعه رئوس گراف  گرافی است که مجموعه رئوس آن زیرمجموعه  Gـ یک زیرگراف از گراف  

 باشد.   Gهای گراف یال

75/2 
a b

f
c

d
e

 گراف ساده گرافی است که

 طوقه ندارد.

 دار ندارد.یال جهت

 بین هر دو رأس آن، حداکثر یک یال وجود داشته باشد.

a b

f
c

d
e
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 مکمل گراف

 دهیم.نشان مییاآن را با

 است.همان مجموعه رئوس گرافرئوس مکمل گراف همجموع

یالی وجود نداشته باشد، در این صورت بین همان اگر بین دو رأس دلخواه از گراف
 دو رأس در گراف کامل، یک یال وجود دارد. )وبالعکس(

یک رأس از آن باشد، داریم:ویک گراف از مرتبهاگر
 

 باشد، داریم:و اندازهیک گراف از مرتبهاگر

 گراف کامل

 گوییم.به گرافی که هر رأس آن با تمام رئوس دیگر مجاور باشد، گراف کامل می

رأسی ویک گرافتوان گفت کهدهیم و میمینمایش رأسی را باگراف کامل

 است. منتظم

 رأسی برابر است با:های یک گراف کاملتعداد یال

 تهی است و بالعکس.مکمل یک گراف کامل، گراف 

 مسیر

ای از رئوس دو به دو متمایز دردنباله، دربهباشند، یک مسیر ازدو رأس از گرافواگر
 مجاور هم باشند.شود به طوری که هر دو رأس متوالی این دنباله درختم میشروع و بهاست که از 

 های موجود در آن مسیریکی کمتر از تعداد رأسهای موجود در آن مسیرتعداد یالطول یک مسیر

 به خودش است.، یک مسیر با طول صفر از رأسدنباله متشکل از تنها یک رأس

 دهیم. ببین:نمایش میرأسی تشکیل شده باشد باگرافی را که تنها از یک مسیر

 دور

از رئوس دو به دو متمایز که در آن هر رأس با رأس بعدی مجاور است را دنباله
 نامیم.مییک دور به طول

 دهیم. ببین:نمایش میأسی تشکیل شده باشد را بارگرافی که تنها از یک دور

 

P4

C5
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 نامیم.  س آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد در غیر این صورت، آن را ناهمبند میأنامیم هرگاه بین هر دو ر را همبند می Gـ گراف  

و    qو اندازه   pیک گراف با مرتبه   G: اگر 2نکته  pV v ,v ,..., v= 1  گاه: مجموعه رئوس آن باشند، آن2

p

i
i

deg v q

=

=
1

2 

 های فرد هر گراف، عددی زوج است.  : تعداد رأس3نکته 
 گاه:  باشد، آن qو اندازه  pیک گراف ساده با مرتبه   G: اگر 4نکته

p(p )
q

−
 

1
0

2
 

 رأسی چند یال دارد؟  8یک گراف کامل   مثال:
p(p ) ( )

q(k )
−

= = =8
1 8 7

28
2 2

 

 را مشخص کنید.  Gاست. مرتبه گراف  12برابر با Gدر گراف  vاست و درجه رأس  9برابر  v، درجه رأس Gدر گراف    مثال:

G

G

G G

deg (v)

deg (v)

deg (v) deg (v) p p p

=


=

+ = −  + = −  =

9

12

1 9 12 1 22

 

 های این گراف را به دست آورید. است. تعداد رأسیال 10دارایpkگراف کامل   مثال:

q p
p

p(p ) p(p )
q(k ) p(p ) p

= − −
= ⎯⎯⎯→ =  − = ⎯⎯⎯→ =

10 01 1
10 1 20 5

2 2
 

 مصصح شو:   15

q p ( / )= −2 3 0 25 

                        از طرفی: 
k

( / )

pk q p q q p ( / )
=

= ⎯⎯⎯→ =  =
3

0 25

3
2 3 2 0 25

2
 

p
p p p ( / ) = −  =  =

3
2 3 3 6 0 25

2 2
 

 یادگیری بیشتر: 

pk، داریم:  qو اندازه pمنتظم از مرتبه −kدر یک گراف  q= 2 
 منتظم رسم کنید به طوری که:  −kرأسی غیرتهی 5یک گراف   مثال:
 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. k(الف 
 
 
 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد. k  (ب 
 
 
 
 

 توجه کنید که گراف فرد ـ منتظم از مرتبه فرد وجود ندارد. 
 

1 

 20 . موفق باشید 
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